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TP 4  
ECHANTILLONNAGE : THEOREME DE NYQUIST-SHANON 

 
4.1 BUT 

Prélever à des instants le plus souvent réguliers, les valeurs prises par un signal pour 
plusieurs types de traitement ; exemples : 
1- Transmission filaire ou radio, multiplexage temporel, puis traitement analogique, 
2- Traitement numérique (éventuellement suivi d’une restitution du signal 

analogique) nécessitant de maintenir constante la valeur des échantillons durant 
leur conversion en information numérique ; pour cela il faut des fonctions : 

 échantillonneur-bloqueur (ou sample/hold), 
 conversion analogique-numérique CAN, 
  traitement numérique : calculateur ou DSP 
 conversion numérique-analogique si besoin. 
 

Dans tous les cas de figure, il faut s’assurer que le signal traité n’est pas 
fondamentalement altéré par l’opération échantillonnage : 

 perte limitée d’informations  
 pas de modification du spectre c'est-à-dire pas d’informations rajoutées 

 
 

4.2 SCHEMA DE PRINCIPE DE L’ECHANTILLONNAGE 

 
Le schéma de la fonction échantillonnage est donné figure 1. 

 

 
e(t) : signal d’entrée. 
h(t) : signal d’échantillonnage. Le signal h(t) rectangulaire est défini ainsi : 
 

݄ሺݐሻ ൌ 0	ݎݑ݋݌ܪ	 ൏ ݐ ൑  
݄ሺݐሻ 		ൌ ݎݑ݋݌							0 ൏ ݐ ൏  ݏܶ

 
s(t) : signal de sortie 
K   : interrupteur commandé par h(t) supposé parfait. 
 

4.3 FONCTIONNEMENT 

 
Le signal h(t) a 2 états : un état haut et un état bas. 
a) h(t) est dans un état (exemple état haut), K est fermé donc s(t) = e(t) 
b) h(t) est dans l’autre état (état bas), K est ouvert, s(t) = 0. 

K

s(t)e(t)

h(t)

R
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Considérons h(t) comme un signal d’amplitude 1 ou 0.  
Le fonctionnement peut être assimilé à une opération multiplication voir les TP 
modulation : 

࢙ሺ࢚ሻ ൌ ࢑. .ሺ࢚ሻࢎ  ሺ࢚ሻࢋ
 

Unité de k : [V]-1 
 
 
Si l’amplitude de h(t) vaut 1 alors le module k sera égal à 1. 
L’expression de s(t) sera déterminée à partir de la décomposition en série de Fourier 
de h(t). 
 

Si h(t) est un signal périodique de période Te ou Ts figure 2, il peut être décomposé en 
série de Fourier. 

௦ܶ ൌ
1
௦ܨ
ൌ
ߨ2
௦

 

݄ሺݐሻ ൌ ෍ሾܽ௡ cosሺ݊௦ݐሻ ൅ ܾ௡ sinሺ݊௦ݐሻሿ
௡ୀஶ

௡ୀ଴

 

 
Le signal h(t) peut être mis sous la forme : 
 
 

 

݄ሺݐሻ ൌ ෍ ௡ܣ cos൫݊௦ݐ െ ௡൯
௡ୀஶ

௡ୀ଴

é݊݋݅ݐܽݑݍ	ሺܽሻ 

 : ܿ݁ݒܽ

௡ܣ	 ൌ ඥܽ௡ଶ ൅ ܾ௡ଶ		݁ݐ		௡ ൌ ሺ݊ܽݐܿݎܣ
ܾ௡
ܽ௡
ሻ 

଴ܣ ൌ  
 

 
 
QUESTION :  
 
Déterminer l’expression des coefficients de la série de Fourier ; 
 
REPONSE 
 
Pour n variant de 0 à l’infini, les coefficients de la série sont calculés comme suit : 
 

૙ࢇ ൌ
૚
࢙ࢀ
න ࢚ࢊሺ࢚ሻࢎ ൌ ࡴ


࢙ࢀ

ൌ 
࢙ࢀ

૙
 

 
݄݁݁݀݁ݑݍ݈݅ܿݕܿݐݎ݋݌݌ܽݎ݈݁ݐݏሺݐሻ 

 

ܽ௡ ൌ
2

௦ܶ
න ݄ሺݐሻ cosሺ݊௦ݐሻ ݐ݀

ೞ்

଴
ܾ௡ ൌ

2

௦ܶ
න ݄ሺݐሻ sinሺ݊௦ݐሻ ݐ݀

ೞ்

଴
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ܽ௡ ൌ
2

௦ܶ
න cosሺ݊௦ݐሻ ݐ݀ ൌ

2
݊௦ ௦ܶ



଴
ሾ݊݅ݏሺ݊௦ݐሻሿ଴  

 

ܾ௡ ൌ
2

௦ܶ
න sinሺ݊௦ݐሻ ݐ݀ ൌ

2
݊௦ ௦ܶ



଴
ሾെܿݏ݋ሺ݊௦ݐሻሿ଴  

 

ܽ௡ ൌ
2

݊ ௦ܶ௦
 ሺ݊௦ሻ݊݅ݏ

ܾ௡ ൌ
2

݊ ௦ܶ௦
ሺ1 െ  ሺ݊௦ሻሻݏ݋ܿ

 

௦ܶ௦ ൌ  ߨ2
 

 
 
Cela donne pour les coefficients, les expressions suivantes : 
 

 

ܽ௡ ൌ
ଵ

௡గ
sin	ሺ2݊ 

ೞ்
) = 

ଵ

௡గ
sin	ሺ2݊ሻ 

 

ܾ௡ ൌ
1
ߨ݊

ሺ1 െ cos	ሺ2݊


௦ܶ
ሻሻ ൌ

1
݊

ሺ1 െ cos	ሺ2݊ሻሻ 

 
 
Soit An l’amplitude des raies du spectre de h(t). 
a) Si  est égal à 0,5 les coefficients an sont nuls. 

Seuls restent les coefficients bn : le fondamental Fs et les harmoniques impaires de 
la forme nFs = (2p+1)Fs ; leur amplitude A2p+1 est donnée par la relation : 

 

࢔࢈ ൌ ା૚࢖૛࡭ ൌ
૛

ሺ૛࢖ ൅ ૚ሻ
 

 
b) Si  est quelconque le fondamental et tous les harmoniques sont présents et ont 

pour amplitude An telle que : 
௡ଶܣ ൌ ܽ௡ଶ ൅ ܾ௡ଶ 

 

௡ଶܣ ൌ
1

ሺ݊ߨሻଶ
ሺsinଶሺ2݊ሻ ൅ ሺ1 െ cos	ሺ2݊ሻଶሻ 

௡ଶܣ ൌ
1

ሺ݊ߨሻଶ
ሺsinଶሺ2݊ሻ ൅ cosଶ	ሺ2݊ሻ െ 2cos	ሺ2݊ሻሻ 

 
Cela donne : 

௡ଶܣ ൌ
2

ሺ݊ሻଶ
ሺ1 െ cosሺ2݊ሻሻ 

 ݎܱ
1 െ cosሺ2݊ሻ ൌ  ଶሺ݊ሻ݊݅ݏ2
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 ܿ݊݋ܦ

௡ଶܣ ൌ
2

ሺ݊ሻଶ
ଶሺ݊ሻ݊݅ݏ2 ൌ

4
ሺ݊ሻଶ

 ଶሺ݊ሻ݊݅ݏ

 

௡ଶܣ ൌ
4

ሺ݊ሻଶ
 ଶሺ݊ሻ݊݅ݏ

 

௡ܣ ൌ
2
ߨ݊

sin	ሺ݊ሻ 
 

En multipliant par  



, on obtient ; 

࢔࡭ ൌ ૛
ሻ࢔ሺ	ܖܑܛ
࢔

 

 
 
 
Exemple : amplitude  h(t) = 1V. 

 
Coefficients An en fonction de  pour le fondamental (n = 1) 

 
 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 
 

2
	ሺሻ݊݅ݏ


	

 

0,1967 
 

0,3742 
 

0,5150
 

0,6055
 

0,6366
 

0,6055
 

0,5150
 

0,3742 
 

0,1967 
 

Coefficients An en fonction de n pour   = 1 
 

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
 

2
	ሺ݊ሻ݊݅ݏ
݊

	

 

0,6055 
 

0,1871 
 

0,1247
 

0,1514
 

0,0000
 

0,1009
 

0,0535
 

0,0468 
 

0,0673 
 

 

Remarque : 
 
L’amplitude des raies est nulle pour n = k entier : sin(n) = sin(k) = 0 
 
 

4.4 EXPRESSION DU SIGNAL ECHANTILLONNE s(t) 

 
Pour simplifier les calculs, on supposera que e(t) est un signal sinusoïdal pure de 
pulsation  (et donc de fréquence f = /2). 
 
A partir du théorème de superposition le calcul peut s’appliquer à n’importe quel signal. 
 

݁ሺݐሻ ൌ ݐ݊݅ݏ௠ܧ ൌ  	ݐ2݂݊݅ݏ௠ܧ
 

ሻݐሺݏ ൌ ݁ሺݐሻ. ݄ሺݐሻ 
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QUESTION 
 
1- Déterminer l’expression du signal échantillonné  
2- Montrer que son spectre est composé de la fréquence f et d’une infinité de raies de 

fréquences  nfs f pour n variant de 1 à l’infini. 
 
REPONSE 

 
1- Posons : ௦ ൌ 2 ௦݂ 

ሻݐሺݏ ൌ ෍ሺܧ௠݊݅ݏݐሻܣ௡ cos൫݊௦ݐ െ ௡൯
௡ୀஶ

௡ୀ଴

 

ሻݐሺݏ ൌ ௠ܧ ෍ ௡ܣ .ݐ݊݅ݏ cos൫݊௦ݐ െ ௡൯
௡ୀஶ

௡ୀ଴

 

 

ሻݐሺݏ ൌ ܧ௠݊݅ݏݐ ൅ ෍ ݐ݊݅ݏ௡ܣ . cos൫݊௦ݐ െ ௡൯
௡ୀஶ

௡ୀଵ

 

 
En posant   = 2f et s = 2fs, on obtient : 

 

ሻݐሺݏ ൌ ܧ௠2݊݅ݏfݐ ൅
1
2
෍ ሺሺ݊2fs	௡ൣsinܣ ൅ 2fሻݐ െ ௡ሻ 	൅ sin	ሺሺ݊2fs െ 2fሻݐ െ ௡ሻ൧
௡ୀஶ

௡ୀଵ

 

 
 

࢙ሺ࢚ሻ ൌ ࢔࢏࢙࢓ࡱ૛࢚܎ ൅
૚
૛
෍ ܛ܎࢔ሺ૛ሺ	ܖܑܛൣ࢔࡭ ൅ ሻ࢚܎ െ ࢔ሻ 	൅ ܛ܎࢔ሺ૛ሺ	ܖܑܛ െ ሻ࢚܎ െ ࢔ሻ൧
ୀஶ࢔

ୀ૚࢔

 

 

 
2- Nous remarquons que le spectre est composé :  

1- de la fréquence f 
2- des fréquencesܛ܎࢔܎ et ܛ܎࢔ ൅  .pour n variant de 1 à l’infini܎

 
 

4.5 ECRITURE COMPLEXE DE LA SERIE DE FOURIER : SERIE BI-LATERALE 

 
L’expression de la série de Fourier d’une fonction périodique f(t), (voir plus haut), de 
période  T et de pulsation  est : 

݂ሺݐሻ ൌ ܽ଴ ൅ ෍ሾܽ௡ cosሺ݊ݐሻ ൅ ܾ௡ sinሺ݊ݐሻሿ
௡ୀஶ

௡ୀଵ

 

 
Posons :   ݑ௡ ൌ 	ܽ௡ cosሺ݊ݐሻ ൅ ܾ௡ sinሺ݊ݐሻ 
 
En exprimant cosሺ݊ݐሻ ൅ sinሺ݊ݐሻ par leur forme complexe, on obtient : 
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௡ݑ ൌ 	ܽ௡
݁௝௡௧ ൅ ݁ି௝௡௧

2
൅ ܾ௡

݁௝௡௧ െ ݁ି௝௡௧

2݆
 

QUESTION 
 
1- Déterminer l’expression des coefficients complexes de la série de Fourier : 

Cn et C-n = ܥ௡തതത (complexe conjugué de Cn).  
2- Trouver les modules de Cn et C-n en fonction des coefficients An de la série 

unilatérale. 
 
REPONSE 
 
1- En multipliant le numérateur et le dénominateur du terme du second membre par –j et 

en mettant les exponentielles en facteur on obtient : 
 

௡ݑ ൌ 	
ܽ௡ െ ݆ܾ௡

2
݁௝௡௧ ൅

ܽ௡ ൅ ݆ܾ௡
2

݁ି௝௡௧ 

Posons :  

௡ܥ ൌ
௔೙ି௝௕೙

ଶ
௡ିܥݐ݁ ൌ

௔೙ା௝௕೙
ଶ

 avec : 

 
௡ିܥ ൌ  .	ݏéݑ݃ݑ݆݊݋ܿݏ݁ݔ݈݁݌݉݋ܿݏ݁ݎܾ݉݋݊ݔݑ௡തതത݀݁ܥ

 
Cela donne pour un la relation : 
 

࢔࢛ ൌ ࢚࢔࢐ࢋ࢔࡯	 ൅  ࢚࢔࢐ିࢋ࢔ି࡯
 
Ce donne pour f(t) la relation : 
 

݂ሺݐሻ ൌ ܽ଴ ൅ ෍ ௡ݑ ൌ

௡ୀஶ

௡ୀଵ

ܽ଴ ൅ ෍ሾܥ௡݁௝௡௧ ൅ ௡݁ି௝௡௧ሿିܥ

௡ୀஶ

௡ୀଵ

 

 
Cette expression peut s’écrire sous une autre forme en faisant varier n de -∞ à +∞, soit : 
 

ሺ࢚ሻࢌ ൌ ෍ ࢚࢔࢐ࢋ࢔࡯
ୀஶ࢔

ୀିஶ࢔

 

 
Reprenons le calcul fait plus haut des coefficients de la série de Fourier mais cette fois la 
série étant sous forme exponentielle. On obtient : 
 

ܽ௡ ൌ
2
ܶ
න fሺtሻcosሺ݊ݐሻ ݐ݀ ൌ

2
ܶ
න ݂ሺݐሻ

݁௡௧ ൅ ݁ି௡௧

2
ሺ1ሻݐ݀

௔ା்

௔

௔ା்

௔
 

 
 

࢔ࢇ ൌ
2
ܶ
න ݂ሺݐሻ

݁௡௧ ൅ ݁ି௡௧

2
ݐ݀ ൌ

૚
ࢀ
න ࢚࢔ࢋሺ࢚ሻሺࢌ ൅ ሺ૛ሻ࢚ࢊ࢚ሻ࢔ିࢋ
ࢀାࢇ

ࢇ

௔ା்

௔
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ܾ௡ ൌ
2
ܶ
න fሺtሻsinሺ݊ݐሻ ݐ݀ ൌ

2
ܶ
න ݂ሺݐሻ

݁௡௧ െ ݁ି௡௧

2݆
ሺ3ሻ						ݐ݀

௔ା்

௔

௔ା்

௔
 

࢔࢈࢐ ൌ
2݆
ܶ
න ݂ሺݐሻ

݁௡௧ െ ݁ି௡௧

2݆
ݐ݀ ൌ

૚
ࢀ
න ࢚࢔ࢋሺ࢚ሻሺࢌ െ ሺ૝ሻ࢚ࢊ࢚ሻ࢔ିࢋ
ࢀାࢇ

ࢇ

௔ା்

௔
 

 

L’opération 
ሺଷሻ	ି	ሺସሻ

ଶ
 =  

࢔࢈࢐ି࢔ࢇ

૛
  entraîne : 

௡ܥ ൌ
ܽ௡ െ ݆ܾ௡

2
ൌ
1
2
ቆ
1
ܶ
න 2݂ሺݐሻ݁ି௡௧݀ݐ				
௔ା்

௔
ቇ  	ݐ݅݋ݏ			

 

࢔࡯ ൌ
૚
ࢀ
න 				࢚ࢊ࢚࢔ିࢋሺ࢚ሻࢌ
ࢀାࢇ

ࢇ
 

 
 
 
 

De la même manière, l’opération 
ሺଷሻା	ሺସሻ

ଶ
 =  

࢔࢈ା࢐࢔ࢇ

૛
  entraîne : 

 

࢔ି࡯ ൌ
૚
ࢀ
න 				࢚ࢊ࢚࢔ࢋሺ࢚ሻࢌ
ࢀାࢇ

ࢇ
 

 
En résumé, on aura : 
 
 
ሺ࢚ሻࢌ ൌ ∑ ୀஶ࢔࢚࢔࢐ࢋ࢔࡯
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ൌ
૚
ࢀ
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ࢇ
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૛
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૚
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ࢇ
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૚
ࢀ
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ࢀାࢇ

ࢇ
 

 
 
 
2- Calculer le module  des composantes du spectre bilatéral de la fonction f(t). 
 

௡|ଶܥ| ൌ
ܽ௡ଶ ൅ ܾ௡ଶ

4
ൌ ௡ଶܣ  
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Remarque importante 
 
On constate que l’amplitude des composantes du spectre bilatéral est la moitié de 
celle du spectre unilatéral. 

 
 

4.6   
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4.7 TRAVAUX PRATIQUES 

 
4.7.1 But de la manipulation :  

 
Le but de la manipulation est de mettre en évidence le théorème de Nyquist-Shannon 
 
QUESTION 
 
Enoncer le théorème de Nyquist-Shannon. 
 
REPONSE 

Théorème de Nyquist-Shannon 

On ne perd pas d'information en reconstruisant un signal à partir de ses échantillons si la 
fréquence d'échantillonnage est au moins égale à deux fois la fréquence la plus haute 
contenue dans le spectre du signal échantillonné. 

 
4.7.2 Schéma d’application 

 
Réaliser le schéma d’application de la figure 2. 
Cette figure 2 indique les informations définissant les paramètres de l’échantillonnage. 
Les figures 3 à 9 permettent de mettre en évidence les calculs effectués dans la partie 
théorique. 
 

4.7.3 Mise en évidence du théorème Nyquist-Shannon 

 

Les figures 12 à 15 permettent de mettre en évidence le recouvrement ou repliement du 
signal échantillonné grâce au module edt1. 
La figure 16.a permet de faire varier le spectre du message en agissant sur le module dt1 
au moyen de la souris ; observer au même moment le couvrement de spectre sur la figure 
16.b.  
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Signal message : sinusoïde pure 
 

 
 

Spectre du message échantillonné : fs = 20kHz fm = 4kHz 
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Spectre : fm,   fs-fm, n.fs, fs+fm, répété tous les fs soit : 20kHz, 40 kkHz 
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fig.10 
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Spectre du signal message échantillonné : fmin = 1kHz ; fmax =  5kHz ; repliement mais pas de recouvrement de spectre 
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fig.12 
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fmax =8kHz  fmax < fp-fmax  fmax < fp-fmax ; repliement mais pas de recouvrement de spectre. Message récupérable 
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fmax = 13Khz  fmax > fs-fmax = 7kHz donc recouvrement de spectre ; le filtre passe-bas récupère aussi une partie du spectre replié 
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