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TP 4
ECHANTILLONNAGE : THEOREME DE NYQUIST-SHANON

4.1

BUT

Prélever a des instants le plus souvent réguliers, les valeu

plusieurs types de traitement ; exemples :

1- Transmission filaire ou radio, multiplexage tempore

2- Traitement numérique (éventuellement suivi d
analogique) nécessitant de majntenir con
leur conversion en informatig: \aumg

sassurer que le signal traité n’est pas
\’opération échantillonnage :

4.2 SCHEMA DE PRINCIPE DE L’ECHANTILLONNAGE

Le schéma de la fonction échantillonnage est donné figure 1.
m
e(t) g
° El
schant esi 20) rectangulaire est défini ainsi :
&) = Hpour0<t<r~r
h(t) =0 pourr<t<Ts
s(t) : signal

K :interrupteur commande par h(t) suppose parfait.

4.3 FONCTIONNEMENT

Le signal h(t) a 2 états : un état haut et un état bas.
a) h(t) est dans un état (exemple état haut), K est fermé donc s(t) = e(t)
b) h(t) est dans I’autre état (état bas), K est ouvert, s(t) = 0.

Page : 37/ 166




Considérons h(t) comme un signal d’amplitude 1 ou 0.
Le fonctionnement peut étre assimilé a une opération multiplication voir les TP
modulation :

s(t) = k.h(t).e(t)

Unité de k : [V]"

Si I’lamplitude de h(t) vaut 1 alors le module k sera égal a 1.
L’expression de s(t) sera déterminée a partir de la dé {0 2ri
de h(t).
Si h(t) est un signal périodique de p A figu re décomposé en
série de Fourier.
Ts
t)

(nast) + b, sin(nawgt)]

Le signal h(t) p s sous la forme :
n=oo
h(t) = z A, cos(na)st - (pn) équation (a)

n=0

avec :
b
Ay, =yaj+ b et o, = Arctan(a—n)@
n

AO =

QUESTION :

Déterminer i i e Fourier ;

coefficients de la série sont calculés comme suit :

1 (T T
a0=T— h(t)dt=HT—=(Z

sJ0 N

aestlerapportcycliquedeh(t)

Ts Ts

2 2
a, ==\ h(t)cos(nawst)dtb, == h(t)sin(nwt)dt
Ts ), Ts ),
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2 (7 2
a, = FSL cos(nagt) dt = — [sin(nagt)]§

Sts

2 T
b, = —j sin(nogt) dt = [—cos(nagt)]§
T J,

2
nogTy
= _sin(na,) 2
a, = T sin(nwgt,
2
1 —
- (1 — cos(nw;1))

Cela donn i re uivantes :

Ty _ 1 .
1n(2n75;s) = Esm(anx)

1 T 1
b, = — (1- cos(ZnEi)) = Er(l — cos(2nza))

Soit A, I’'amplitude des raies du spectre de h(t).
a) Si o estégala0,5 les coefficients a, sont nuls.

Seuls restent les coefficients b, : le fondamental Fs et les i aires de
la forme nFs = (2p+1)Fs ; leur amplitude A1 est donnée p
2
bn =] =]

résents et ont

Ay

vza) + (1 — cos(2nza)?)

(2nza) + cos?(2nra) — 2cos(2nna))

Cela donne :

AZ = (nz—”)z (1 — cos(2nra))
Or

1 — cos(2nza) = 2sin?(nan)
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Donc

2 ) .
A2 = 2 2sin?(nan) = ) sin?(nan)
A% = 4 sin?(nar)
" (nn)?

2
A, = —si
n nnsm(naﬁ) @

En multipliant par g, on obtient ;

Coe fon ur le fondamental (n = 1)

a , 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

Zasin(oﬂf) 0,1967|0,3742 |0,5150 | 0,6055 | 0,6366 | 0,6055 | 0,5150 | 0,3742 | 0,1967
ar

Coefficients A, en fonction de n pour o =1

n 1 2 3 4 5 6

ZaSin(nOZﬁ) 0,6055|0,1871 |{0,1247 | 0,1514 | 0,0000 | 0,1009
naoar

Remarque :

0

a
<
Il

L’amplitude des raies est nulle pou

4.4 EXPRESSI

Pour simplifier le
pulsation o (et don

A partir du théoreme d€ superposition le calcul peut s’appliquer a n’importe quel signal.
e(t) = Epsinot = Epsin2zft

s(t) = e(t).h(t)
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QUESTION

1- Déterminer I’expression du signal échantillonné
2- Montrer que son spectre est composé de la fréquence f et d’une infinité de raies de
fréquences nfs#f pour nvariant de 1 a I’infini.

REPONSE

1- Posons: oy = 27f;

n=oo

s(t) = Z (Epnsinat)A, cos(nost —

n=0

En posant o = 2xf et

s(t) = aE,,sin2nft + An[sin((n2nfs + 2nf)t — @) + sin((n2nfs — 2nf)t — (pn)]

n=o

1
s(t) = aEsin2zft + 2 Z An[sin(Zn(nfs +0t— @) +sin2a(nfs — )t — ¢n)]

n=1
2- Nous remarquons que le spectre est composé : a
1- de la fréquence f
2- des fréquencesnfs—f et nfs + fpour n variant

4.5 ECRITURE COMPLEXE DE LA SE R ATERALE

L’expression de la séri
période T etde

f(t), (voir plus haut), de

wt) + b, sin(nwt)]

Posons : a, cos(nwt) + b, sin(nwt)

En exprimant cos(nat) + sin(nwt) par leur forme complexe, on obtient :
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ejnwt + e—jna)t ejna)t _ e—jna)t

2 + b 2]

u, = a,

QUESTION

1- Déterminer I’expression des coefficients complexes de la série de Fourier :
Cn et C.,= C, (complexe conjugué de C,).

2- Trouver les modules de C, et C._, en fonction des coefficients A, de la série
unilatérale.

REPONSE @

1- En multipliant le numérateur et le dénominateur du terme du second me
en mettant les exponentielles en facteur on obtient :

Posons :

Cela donne pour upla re
> jnot —jnat
= C,e"”™ +C_pe "

Ce donne pour f(t) la relation :

n

n=oo
ft) =ay+ Z U, =ag + [C,e/™ + C_, e Inet]
n=1 1

[o9)

S
Il

Cette expression peut s’écrire sous une autre forme en faisant varier n

2

fO= ) Cpem
F
e

S

2

n=—

tte fois la

Reprenons le calcul fait plus haut des coeffici

série étant sous forme exponentielle. On
a+T
= t)d

_ 1 (T f(g) (et + e o) de(2)
T

—not

dt(1)

a
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nwt __ e —nwt

) 2] a+T te—dt=—
]bnz?"; f® 2j

(3)—(4) _ an—jbn

L’opération entraine :

¢, = _1

3)+ (@ - an+jbn

De la méme maniére, I’opération entraine :

a+T
j fH)e™dt

N =

C_, =

En résumé, on aura :

) = Xi=% Cpe/™*
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Remarque importante

du spectre bilatéral est la moitié de

4.6
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4.7 TRAVAUX PRATIQUES

4.7.1 But de la manipulation :

Le but de la manipulation est de mettre en évidence le théoi‘ me uist-Shannon

QUESTION

Enoncer le théoréme de Nyquist-Shannon.
REPONSE ‘
On e un signal a partir de ses échantillons si la

nre S
m égale a deux fois la fréquence la plus haute

chantillonné.

Réaliser le schéma d’application de la figure 2.
Cette figure 2 indique les informations définissant les paramétres de I’échantillonnage.

Les figures 3 a 9 permettent de mettre en évidence les calculs effectués dans la partie

théorique.
re

4.7.3 Mise en évidence du théoréeme Nyquist-Shannon

Les figures 12 & 15 permettent de mettre en évidenc epliement du

e
signal échantillonné grace au module edt1.
La figure 16.a permet de faire yarier le s an e module dt1
au moyen de la souris ; obser u e spectre sur la figure
16.b.
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Py

A N" b
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Spectre du message échantillonné : fs = 20kHz fm = 4kHz
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MJL

Spectre : fm, fs-fm, n.fs, fs+fm, répété tous les fs soit : 20kHz, 40 kkHz

kHz
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Spectre d'un signal échantillonné
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0dB -

20

specan
-60

-80

-100 H
-120
-140 F

1.07kHz

5.08kHz

Spectre du signal message échantillonné : fmin = 1kHz ; fmax = 5kHz ; repliement mais pas de recouvrement de spectre
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Variation du spetcre par dtl

fig.12
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0 = ‘

\!
HH‘

fmax =8kHz =» fmax < fp-fmax =» fmax < fp-fmax ; repliement mais pas de recouvrement de spectre. Message récupérable
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0dB -
-20
specan 4o

Spectre signal é&§_~tllonné-bloqué
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W
‘) .
(’W\W

fmax = 13Khz =» fmax > fs-fmax = 7kHz=» donc recouvrement de spectre ; le filtre passe-bas récupere aussi une partie du spectre replié
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